Logika relaci

Logika relaci, skdy téZz uvadna jako kalkul relaci, ma mnoho
spol&ného s logikou iid. | zde se setkavame se vztahy mezi
relacemi, operacemi s relacemi, s univerzalnimherta(univerzem)

a prazdnym vztahem.

Predmétem zajmu logiky relaci jsou dvou a vicemistné .

My se budeme zabyvat pouze vztahy (relacemi) dvstmyiini.
Elementarni dvoumistnou relaci je formule

xRy, resp. R(x,y)
kde promdnnéx, y, z

... jsou prongnné individui a pismeng&, S T... relacemi, do nichz
individua vstupuiji.

Formuli ¢teme x je ve vztahtR k y“ anebo ,mezi logickymi prvky
X, y plati relaceR’, anebo xje Ry apod.

Vztahovy vyrok ziskame, kdyz ve dvoumistném pretika R ...
obsadime prazdna mista jmény (konstantami) nebd kelyormulix
R ystanovime obor prognnosti a uvedeme konstanty.

P¥iklad. Pro formuli XRY jsme stanovili pro jipad

a) R — relace ,byt otcem®
X, Yy —obor prongnnosti ,lidé".



b) R - relace ,byt hlavnim gstem republiky*
X, y — obor prondnnosti ,nesta v republice”

C) R — relace ,byt ¥tSi®
X,y — ¢iselny obor pronnosti.

a) XRY¢iteme xje otcemy”,
Pan Novak je otcem Karla.

b) XRY&teme x je hlavnim nistemy"
Praha je hlavnim astemCR.

c) XRYresp.X>Y xje wtsi nezy.
5>6.

Substituci konstant (jmen) za prémmé ziskame vztahovy (réla)
vyrok, ktery mize byt pravdivy (b), nepravdivy (c) nebo v daném
okamziku nerozhodnutelny (a).

Formalni rozbor elementarni relace

xRy

Predniclen relace(x) je kazda ¥c x, ktera je ve vztahR k y.
Zadni clen relace(y) je kazda ¥c y, pro kterou existuje dakeé x,
spliujici relacix R y.

Obor relace- tfida vSech fednich¢lend relace.
Koobor- tfida vSech zadniatend relace.

Pole relace- sjednoceni (logicky soat) oboru a kooboru (vSesh
ay, kterych se relace tyka).

Rozsah relace- ttida vSech usgadanych dvojic vytvienych z
pole relace.

Priklad. ,x je otcenmy*



Prednimclenem relacex) je kazdy muz, ktery je otcem.
Zadnimélenem relaceyf je kazdyclovek.
Oborem relace jsou vSichni muzi majici alespaino dit.
Kooborem jsou vSichni lidé (kazdyovek ma otce).
Polem relace jsou vSichni existujici lidé. (Formdgbte o logicky

Ny

sowet XY, presrEjsi je vSak v tomto konkrétnintipacd implikace
X 2Ly (kazdy otec j&lovékem).)

Rozsahem relace jsou vSechny existujici dvojice etgpotomek
(syn anebo dcera).



Formalni vlastnosti relaci

Reflexivnost relace
Néjaka relaceR je reflexivni tehdy, jestlize kazdy prvek poleve
vztahuR k sol& samému.

1.1. XRX coz Ize pesrji vyjadiit (D)(DY)IXRy £ (xRx <@Ry)]

Reflexivhimi vztahy jsou vSechny ekvivalence vyre&ologiky,
rovnosti logiky tid, rovnostic¢isel, rovnokznost, totoznost. (Plati
v obou smdrech.)

Ireflexivnost relace R

nastava tenkrat, plati-§RX, tzn., ze zadny prvek nema rel&sam
k solz.

Ireflexivni vztahy jsou antivalence, <, >, byt fed, byt po, byt pak,
byt nad, byt potomkem apod.

Symetri¢nost relace

RelaceR je symetricka, jestlize plati
1.2 (DY(DY(XRy ZYRX),  ®)(Ty) xRy = yRX

tedy relaceXRY implikuje relaciy RX.

Priklad. x hovai sy, Karel je sourozencem Marie.

Asymetri¢énost relace

RelaceR je asymetricka, jestlize relaceRY implikuje vzdy relaci
YRX, (Vyluduje symetrii.)

1.3 (D)(Ty) (xRy 2YRX), (2x)(1y) xRy R



Priklad. <, >, byt otcem, byt vedoucim apod.

U nekterych relaci nelze s &itostitici, jde-li vzdy o symetrii nebo
asymetrii. Takovym relacirfikame

Polosymetricke relace

14 L(@)(@)XRy<GRR] ) (3)(Ty) (xRy-FRY |

Takovymi relacemi jsou naprelace®, ¢, znat rkoho, Wit ngkoho,
milovat nekoho, uctivat skoho apod.

(Zvlase v pedagogickém procesu dochazi k tomu, ze se nynohd
ucitel néco ,nawi“ od svych zak.)

Tranzitivnhost relace

RelaceR je tranzitivni tehdy a jen tehdy, kdyz pro kterikd prvky
X, Y, zplati

1.5 (DYB)(T2) (xRy <@Rz) £(xRz)
(Srovnej se zakonem hypotetického sylogismu vyrékogiky.)

Tranzitivnimi  vztahy jsou inkluze titd, implikace vyrok,
ekvivalence vyrolt, rovnost tid, >, <, byt pibuzny. Za tranzitivni
vztah je pokladanagdi¢nost apod.

Pokud formalizujeme z praktickychindodi néjaké konkrétni vztahy,
vzdy se vyskytnou ifpady, které nazvemenetranzitivni nebo
polotranzitivni.

16 Netranzitivni(P)(T2(®) | (xRy<®R) 2xRz]

Priklad. byt otcem, byt naslednikem, byt sousedem v abégedn
seznamu.)

1.7 Polotranzitivni

(X)(W)(@D{[(xRy<YRA 2xR7 & (xRy<zJR2 xR}



Priklad. Novak je pitelem Dobrého a Dobry jefipelem Vejvody,
pak Novak je fitelem Vejvody, ovSem také se Novak s Vejvodou
mohou nenavid.

Souvislost relace
RelaceR je souvisla, jestlize pro dvojici prukk, y plati

1.8 (Dx)(Ty) (xRy AfYRX)

Piiklad. (@>b) cf{b>a)

Karel je chytejSi nez Vaclav nebo Véclav je ctgjBi nez
Karel.

q
Charakterem disjunkce je dano, Ze relace je sayvjsHi splrEn

alespa jeden z uvedenych vztahVe vSech ostatnichripadech jde
o relaci nesouvislou.

1.9 (D)(Ty) (xRy EYRX)

Priklad. Manzel neni pokrevniifbuzny manzelky a manzelka neni
piibuznd manzela. (Umysinuvadime tuto formulaci, abychom
zdaraznili, ze

(TX)(Ty) (xRy ETYRX) =(IX)(Ty) (xRy <HRx)

Operace se vztahy (relacemi)

Stejre jako v kalkulu tid je mozno i v kalkulu relaci vytvét z
danych relaci relace nové. (Z relaB a S vytvoiime relaci

(RYS, (R+9 (RS).



Inkluze relaci

RILS relaceR je podazena relac$, to
znamena, Ze je v relaBiobsazena.

1.10 R ILE H{(Dx)(Ty) (xRy £xSy)
Priklad. R — byt synemS — byt dittem. Je-li Karel synem Matrie,
pak je jejim digem. (Marie nize mit je&t dcery.)
R < S &
(D)(Ty) (x <y) Lx A).

Rovnost relaci

1.11 R= 22(IX)(Ty) (RILS @EIIR)

Diukaz lze podat vhodnou substituci a piedky vyrokového
kalkulu.

Poznamka: Protoze dochazi k mohutnému rozmachu b
techniky, jsou praktickyeSitelné i ulohy, které bylyrthe doménou
teorie. Je tomu tak praw hromadného zpracovani dat véejeé a
statni spr&¥, kde zaujima vyznamné misto evidencecanb.

Uvadiné @iklady jsou praw z této oblasti.

Rovnost Ize také vyjad

1.12 R=S Z2(IX)(Ty) (XRy 2xSy)

Priklad. R— byt dittem,S— byt bezprogednim potomkem.

Nerovnost relaci

1.13R#€



Formule pro vztahy nerovnosti lze snadno odvodfornuli pro
rovnost.

Jednou si takové odvozeni demonstrujeme. Vyjdeiéa 1.11 a
sestavime formuli

1.12 {(R=9) D) (Dy)[(xRy xSy) «alxSy £xRy)]} £
{(R#9 HDY(TY)[(<Ry2xSy AXSy2xRy] |
Konsekvent této implikace budeme transformovat:
(R#9 =(Dx)(Ty)[ (XRyer xSy <alXSyar xRy) |
dle zadkona logiky predikat
(TNF(X) = IXF(X)
(RS #{T)(Ty) [(XRyerxSy <axSy:=xRY [gie 7 31. 7 55
(R#9 ={(DJ(Ty) [XRyxSy=IxR)(xSY | gle 7 40
(R #S) 2 IX)(Dy) [XRy =xSy] dle dudl. zak.
(RA#9 HX)(F) [XRy=xSy]
(R #9) 2 &)(%) [xRy £x8y]

Vysledkem nasi demonstrace je implikace
1.14 {(R=9) A D)(Ty) [(xRy £x3y) <@lxSy 2xRy] } £
a{(R#9) A{D)(Ty) [xRy=xSy |

, resp.

a{(R#9) 2AX)(%y) [XRyzxSy | =
2{(R #S) A B)(%Y) [xRy #xSy]}



Souwet relaci (sjednocenti)

1.15(R+9)
(@DX)(Ty) [X(R+ S)y 2xRy arxSy]

Relani sowet (R+S) mezi dema logickymi individui (gednety)
plati tehdy a jen tehdy, plati-li alespgden z relacRk, S

Priklad. R — pokrevni pibuznost
S — zeSvaten
(R+S) _ wibuzny
R — student PEF
S — student FEL

(R+S) _ student ZU

Prunik relaci

1.16 (RS
(@x)(Ty) [X(R s8)y 2xRy akSy]

Pranik (relani sowin) mezi d¥ma logickymi individui plati tehdy a
jen tehdy, plati-li sotasré oke relace (resp. vSechny relace).

Piiklad. R — student ZU
S — cizi statni gislusnik
(R<S) _ zahranini student

Doplnék relace

ozna&ujeme jejﬁ.



RelaceR plati tehdy a jen tehdy, neplati-li relae
1.17 (@x)(Ty) [ xRy ZXRy|

Prazdna a univerzalni relace

Podobr jako v logice tid mizeme i v logice relaci zavést prazdnou
a univerzalni relaci.

Prazdna relace neplati mezi zadnymirda individui (objekty).
Univerzalni relace plati mezi jakymikoliv &wa individui (objekty).

Trida vSech usgadanych vztahovych dvojix,(y) tvori vztahové
univerzum.
Pro vztahové univerzum budeme pouzivat st@ko v kalkulu fid
konstanty 1, pro prazdnou relaci konstanty 0.
Pro soudet relaci, pinik relaci, dopiku relaci, vztahové (reiai)
univerzum a prazdné relace lze vyuzivat zé@klmgiky tiid a proto
se jimi nebudeme vice zabyvat.

Existuji vSak specifické relace, které nemaji wgim kalkulech
obdoby.

Inverzni relace

vyjadiuje prevraceny vztah. Ke kazdé reldRilze utvait inverzni

relaci R™ tehdy, najdeme-li ke kazdémutakovey, které je ve
vztahuR k x.

1.18 (@x)(Ty) [xR™y 2yRx]

Priklad. ,pracovnik je pot#izeny vedoucimu, vedouci je rfakny
pracovnikovi.”

ZX<Y, y<X'

Jrodice ruwi za di€, diet ma v rodéich rwitele”.
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Zietézeni relaci (kompozit)

oznaeni RIS
1.19 (@x)(Dy)(@2) [xR|Sy “MxRz @&8y)]

Ztretzovani relaci je mim@dre dulezitou operaci logiky predikét
protoZze umoiuje praktické vyuzivani (v rozlinych evidencich,
v organiz&nich postupech, v technologickych postupech apod.).

Priklad. (D)(Ty)(T2) [xR|Sy xRz <aE8y]

(RIS)—gvagr

R — manzel
S — sestra
X — Jan

y — Karel

Z — Marie

Jan &) je svagrem RS Karla §), tehdy a jen tehdy, existuje-li
Marie (), ktera je manzelkolR) JanaX) a sestroug) Karla ().

q
Zret®zovani samaejme nekorti settzovanim dvou relaci, ale
umozuje vytvaeni slozitych kompozici.

Prudky rozvoj poitact umoziuje prejit u fady reSenych problétn
od teoretickych modél k praktickému vyuziti. Jako fiklad si
mizeme uveést evidenci ¢ani vedenou na ohlasovnach obecnich
Uradi a v centralnim registru ministerstva vnitra. Ze&ladniho
souboru Ize vhodnym programovym aparatem givéyv.rodinné
vazby.

Priklad. Zavel’'me si zkratky proit zakladni rodinné vztahy:

M — manZzelé
R — rodie
D — bezprosedni potomci
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(zde se oisny obsah pojmu vedou spory. Pojmu
,dité" je vytykano, Ze je sporné pokladat 60letého
potomka 80leteho ro¢e za ,dit*). Pouhypojem
~potomek” zase nevyjadje rozdil mezi synem,
vnukem, pravnhukem atd.

Témito zakladnimi vztahy lze diky kompozitu definowatechny
rodinné (gibuzenské) vztahy dalsi,c¢etre rozliSovani vztah
pokrevnich a zeSvagnych.

(Pro grehledrjSi zapis upustime od uv&d kvantifikatofi.)

XY  (sourozenec) XDz <Ry
XSy (3vagr, $vagrova) XMz <28y
XTy  (stryc, teta) XSz @Ry

XNy  (synovec, net@ XDz <28y
XMy (vnuk, vnika) 2xDz <Dy

XPy  (prarod, déda, babi) ¥Rz &Ry
XBy  (bratranec, seginice) XNz <GZRy
XDz <@y

Tvrzeni, ze vSechny vztahy zavadime pouze kompaakfadnich
vztahi (manzelé, rodie, bezprogedni potomci) je oprawmé,
protoze nap Svagra mizeme definovat tak, ze za (sourozenec)

dosadime( XDz <@Ry) s tim, ze fibude jeden ze zprasdkujicich
prvka (u).

XSy 2xMz <(zD u <Ry)
Stejre si mizeme poinat i v dalSich fipadech.
SlozitjSi relaci je naklad
gvagiv tchan(ST) 2
(@) (D)) (Tu)(Tw) [ xM z <f2Su @ZMw @wDy]

,Mezi x ay plati vztah, Zey, je Svagiiv tchan” tehdy a jen tehdy, je-
I
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(x manzelemz) a @ sourozencem) a U manzelemw) a (w
bezprostednim potomkeny).
Cten# si jist vSimne toho, Ze nerozliSujeme manzela — manzelku,
otce — matku, syna — dceru, stryce — tetu atd. Menutné, protoze
relace tohoto typu se provdid pocitatové na rodnychcislech,
z nichz jde kdykoliv zjistit o jaké pohlavi se jednJe-li nésic
narozeni 1 — 12, pak se tiskne ,manzel“, ,otec'ratbanec” apod.
Je-li ngsic narozeni 50 — 62, jdou do tisku znaky ,matkdtera”,
,babicka“ atd.

Pro praktické vyuzivani uvedenychilgadi post&i jako zakladni
soubor registr ofani, v imz je u kazdéeho @ana vedle zakladnich
udap (prijmeni, jméno, rodnéislo, adresa, stav, narodnost) uveden
kod pibuzenského vztahu a rodeéslo pribuzného pro manzele,
rodice a bezproggdni potomky (eti).

Na zawr jest nekolik prikladi rodinnych vazeb, kde vychazime
z predpokladu vztalh R — rodite, D — dit (bezprogtedni potomek),
M — manzel a vazeb odvozenych.

a)
(xRy1 <@&Ry2 <@&Ry3) £(y1, Y2, Y3) zkraces
(xR(y1 <@ <@s)) 2S(y1, Y2, Y3).

Jestlizex je rodiem Y1 a Y2 a ¥3, pak ¥Y1: Y2 a ¥3 jsou
sourozenci.

b)
(V1 <@ <z)Dx 2y1, Y2, Y3)

JestlizeY1 je digtemx a Y2 je dittemx a Y3 je dittemx, pak
Y1, Y2, ¥3 jsousourozenci.

[S(y1, Y2, y3) @aMz] 25z, ya, ya)
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JestlizeY1, Y2, ¥3 jsou sourozenci d1 je manzelenz,
pakY2: ¥3 jsouSvagrem (Svagrovouw)

d)
[S(y1, Yo, y3) <@@1RwW] £T(y2, ys, W)

[T(y2, ya, W) <@@WR(r1, r2)] 2B(y2, Y3, f1, r2)

stlizew je strycemY1, ¥3 aw je otcent ;2 pak Y2, ¥3jsou
bratranciJd 1, 2.

atd.

Takto je mozno P definovani zakladnich vztéha vyuzivani
jednoznénych identifikatoti (rodnychcisel) vytv&et dalSi a dalSi
rodinné vazby.

Jsou-li zékladni relace definovany a formalizovanpg, mozno
rodinné vazby rozvijet nasledujicimi Gvahami:

(Formule nechl si kazdy sestavi sam.)

1. XjeroditemY1, Y2, Y3,

2. Y1,¥2, ¥3 jsou potomky rodie x.
3. Y1,¥2,¥Y3jsou sourozenci.
4

Je-liY1 rodicema, pak 4.1:aje vnukenx,
4.2: Xje prarodéema,

4.3: aje synovceny2, Y3

4.4: Y2, Y3 jsou strycia.
5. Je-liy, rodicemb, pak 5.1:bje vnukeny,

5.2: x je prarodéemb,

5.3: b je synovcenv1, ¥3

5.4: Y1, Y3 jsou strycib.

atd. — pro pipadného dalSiho potomka
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6. Potomcha, b, c jsou si vzajem&bratranci (seggnicemi).

7. Jestlize s&1, Y2, Y3 0zeni (vdaji), pak jejich manzelé (-Iky)
jsou tetami (stryci) pra, b, c. (Ffibuzenstvo zeSvagné.)

8. Je-lix Zenat, pak jeho Zena je 8.1:matkbuY2: ¥3:nebo

8.2: nevlastni matkod¥1: Y2, Y3,
8.3: nebo 8koho matkou, &koho
macechou.

9. ManzelkyY1, Y2, Y3 jsou si Svagrovymi.

10. Proxjsou manzelkyy1, ¥2, Y3 snachamix je jejich tchanem,
jeho manzelka tchyni.

11. OzZeni-li se &kdo z Y1, Y2, ¥3 nasleduji popsané vztahy na
dalSi generi Urovni. (Z potomk se stavaji rode, z rodéa
prarodte, ze sesgénic a bratranctety a stryci atd..)
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